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Random facts:

• 18 сентября 1870 г. Генри Уошберн открыл гейзер Old Faithful, который впоследствии
стал источником одного из самых известных датасетов для кластеризации

• 18 сентября 1953 г. в Nature вышла статья Джеймса Уотсона и Френсиса Крика, в которой
они предложили двойную спираль как структурную модель ДНК

• 18 сентября 1958 г. сотрудник Texas Instruments Джек Килби испытал первую
интегральную схему, а 18 сентября 1994 Марк Андреессен представил браузер Mosaic

• 18 сентября 1995 г. вышла первая версия языка программирования Java

• 18 сентября 1830 г. лошадь обогнала первый американский паровоз в гонке на 9 миль
между Riley's Tavern и Балтимором

• 18 сентября 1934 г. СССР вошёл в состав Лиги наций; хватило лет на пять

• 18 сентября — День памяти погибших мотоциклистов и Всемирный день мониторинга
качества воды
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КРАТКОЕ РЕЗЮМЕ ПРЕДЫДУЩЕЙ СЕРИИ

• В прошлый раз мы разобрали теорему Байеса на примерах и
довели до конца историю с монеткой: априорное,
правдоподобие, апостериорное.

• Считать апостериорное распределение честным
интегрированием — занятие неблагодарное.

• Сегодня — приём, который позволяет не считать его вовсе:
сопряжённые априорные распределения.

• А потом применим всё это к первой настоящей модели
машинного обучения — линейной регрессии.
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СОПРЯЖЁННЫЕ АПРИОРНЫЕ
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ



НАПОМИНАНИЕ

• Напоминаю, что основная наша задача – как обучить
параметры распределения и/или предсказать следующие
его точки по имеющимся данным.

• В байесовском выводе участвуют:
• 𝑝(𝑥 ∣ 𝜃) – правдоподобие данных;
• 𝑝(𝜃) – априорное распределение;
• 𝑝(𝑥) = ∫Θ 𝑝(𝑥 ∣ 𝜃)𝑝(𝜃)𝑑𝜃 – маргинальное правдоподобие;
• 𝑝(𝜃 ∣ 𝑥) = 𝑝(𝑥∣𝜃)𝑝(𝜃)

𝑝(𝑥) – апостериорное распределение;
• 𝑝(𝑥′ ∣ 𝑥) = ∫Θ 𝑝(𝑥′ ∣ 𝜃)𝑝(𝜃 ∣ 𝑥)𝑑𝜃 – предсказание нового 𝑥′.

• Задача обычно в том, чтобы найти 𝑝(𝜃 ∣ 𝑥) и/или 𝑝(𝑥′ ∣ 𝑥).
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АПРИОРНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

• Когда мы проводим байесовский вывод, у нас, кроме
правдоподобия, должно быть ещё априорное распределение
(prior distribution) по всем возможным значениям
параметров.

• Мы раньше к ним специально не присматривались, но они
очень важны.

• Задача байесовского вывода – как подсчитать 𝑝(𝜃 ∣ 𝑥) и/или
𝑝(𝑥′ ∣ 𝑥).

• Но чтобы это сделать, сначала надо выбрать 𝑝(𝜃). Как
выбирать априорные распределения?
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СОПРЯЖЁННЫЕ АПРИОРНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

• Разумная цель: давайте будем выбирать распределения так,
чтобы они оставались такими же и a posteriori.

• До начала вывода есть априорное распределение 𝑝(𝜃).
• После него есть какое-то новое апостериорное
распределение 𝑝(𝜃 ∣ 𝑥).

• Я хочу, чтобы 𝑝(𝜃 ∣ 𝑥) тоже имело тот же вид, что и 𝑝(𝜃),
просто с другими параметрами.
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СОПРЯЖЁННЫЕ АПРИОРНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

• Не слишком формальное определение: семейство
распределений 𝑝(𝜃 ∣ 𝛼) называется семейством сопряжённых
априорных распределений для семейства правдоподобий
𝑝(𝑥 ∣ 𝜃), если после умножения на правдоподобие
апостериорное распределение 𝑝(𝜃 ∣ 𝑥, 𝛼) остаётся в том же
семействе: 𝑝(𝜃 ∣ 𝑥, 𝛼) = 𝑝(𝜃 ∣ 𝛼′).

• 𝛼 называются гиперпараметрами (hyperparameters), это
«параметры распределения параметров».

• Тривиальный пример: семейство всех распределений будет
сопряжённым чему угодно, но это не очень интересно.
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СОПРЯЖЁННЫЕ АПРИОРНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

• Разумеется, вид хорошего априорного распределения
зависит от вида распределения собственно данных, 𝑝(𝑥 ∣ 𝜃).

• Сопряжённые априорные распределения подсчитаны для
многих распределений, мы приведём несколько примеров.
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ИСПЫТАНИЯ БЕРНУЛЛИ

• Каким будет сопряжённое априорное распределение для
бросания нечестной монетки (испытаний Бернулли)?

• Ответ: это будет бета-распределение; плотность
распределения нечестности монетки 𝜃

𝑝(𝜃 ∣ 𝛼, 𝛽) = 𝜃𝛼−1(1 − 𝜃)𝛽−1

𝐵(𝛼, 𝛽) .
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ИСПЫТАНИЯ БЕРНУЛЛИ

• Плотность распределения нечестности монетки 𝜃

𝑝(𝜃 ∣ 𝛼, 𝛽) = 𝜃𝛼−1(1 − 𝜃)𝛽−1

𝐵(𝛼, 𝛽) .

• Тогда, если мы посэмплируем монетку, получив 𝑠 орлов и 𝑓
решек, получится

𝑝(𝑠, 𝑓 ∣ 𝜃) = (𝑠 + 𝑓
𝑠 )𝜃𝑠(1 − 𝜃)𝑓 , и

𝑝(𝜃|𝑠, 𝑓) =
(𝑠+𝑓

𝑠 )𝜃𝑠+𝛼−1(1 − 𝜃)𝑓+𝛽−1/𝐵(𝛼, 𝛽)
∫1
0 (𝑠+𝑓

𝑠 )𝑥𝑠+𝛼−1(1 − 𝑥)𝑓+𝛽−1/𝐵(𝛼, 𝛽)𝑑𝑥
=

= 𝜃𝑠+𝛼−1(1 − 𝜃)𝑓+𝛽−1

𝐵(𝑠 + 𝛼, 𝑓 + 𝛽) .
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ИСПЫТАНИЯ БЕРНУЛЛИ

• Итого получается, что сопряжённое априорное
распределение для параметра нечестной монетки 𝜃 – это

𝑝(𝜃 ∣ 𝛼, 𝛽) ∝ 𝜃𝛼−1(1 − 𝜃)𝛽−1.

• После получения новых данных c 𝑠 орлами и 𝑓 решками
гиперпараметры меняются на

𝑝(𝜃 ∣ 𝑠 + 𝛼, 𝑓 + 𝛽) ∝ 𝜃𝑠+𝛼−1(1 − 𝜃)𝑓+𝛽−1.

• На этом этапе можно забыть про сложные формулы и
выводы, получилось очень простое правило обучения (под
обучением теперь понимается изменение гиперпараметров).
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БЕТА--РАСПРЕДЕЛЕНИЕ
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МУЛЬТИНОМИАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ

• Простое обобщение: рассмотрим мультиномиальное
распределение с 𝑛 испытаниями, 𝑘 категориями и по 𝑥𝑖
экспериментов дали категорию 𝑖.

• Параметры 𝜃𝑖 показывают вероятность попасть в категорию
𝑖:

𝑝(𝑥 ∣ 𝜃) = ( 𝑛
𝑥1, … , 𝑥𝑛

)𝜃𝑥1
1 𝜃𝑥2

2 … 𝜃𝑥𝑘
𝑘 .

• Сопряжённым априорным распределением будет
распределение Дирихле:

𝑝(𝜃 ∣ 𝛼) ∝ 𝜃𝛼1−1
1 𝜃𝛼2−1

2 … 𝜃𝛼𝑘−1
𝑘 .
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МУЛЬТИНОМИАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ

• Сопряжённым априорным распределением будет
распределение Дирихле:

𝑝(𝜃 ∣ 𝛼) ∝ 𝜃𝛼1−1
1 𝜃𝛼2−1

2 … 𝜃𝛼𝑘−1
𝑘 .

Упражнение. Докажите, что при получении данных 𝑥1, … , 𝑥𝑘 гиперпараметры
изменятся на

𝑝(𝜃 ∣ 𝑥, 𝛼) = 𝑝(𝜃 ∣ 𝑥 + 𝛼) ∝ 𝜃𝑥1+𝛼1−1
1 𝜃𝑥2+𝛼2−1

2 … 𝜃𝑥𝑘+𝛼𝑘−1
𝑘 .
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ДИРИХЛЕ
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ЛИНЕЙНАЯ РЕГРЕССИЯ



МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ

• Линейная регрессия: рассмотрим линейную функцию

𝑦(x, w) = 𝑤0 +
𝑝

∑
𝑗=1

𝑥𝑗𝑤𝑗 = x⊤w, x = (1, 𝑥1, … , 𝑥𝑝).

• Таким образом, по вектору входов x⊤ = (𝑥1, … , 𝑥𝑝) мы будем
предсказывать выход 𝑦 как

̂𝑦(x) = 𝑤̂0 +
𝑝

∑
𝑗=1

𝑥𝑗𝑤̂𝑗 = x⊤ŵ.

12



МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ

• Как найти оптимальные параметры ŵ по тренировочным
данным вида (x𝑖, 𝑦𝑖)𝑁

𝑖=1?
• Метод наименьших квадратов: будем минимизировать

RSS(w) =
𝑁

∑
𝑖=1

(𝑦𝑖 − x⊤
𝑖 w)2.

• Как минимизировать?
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МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ

• Можно на самом деле решить задачу точно – записать как

RSS(w) = (y − Xw)⊤(y − Xw),

где X – матрица 𝑁 × 𝑝, продифференцировать по w,
получится

ŵ = (X⊤X)−1X⊤y,

если матрица X⊤X невырожденная.
• Замечание: (X⊤X)−1 X⊤ называется псевдообратной
матрицей Мура–Пенроуза (Moore–Penrose pseudo-inverse)
матрицы X; это обобщение понятия обратной матрицы на
неквадратные матрицы.

• Много ли нужно точек, чтобы обучить такую модель?
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БАЙЕСОВСКАЯ РЕГРЕССИЯ

• Теперь давайте поговорим о линейной регрессии
по-байесовски.

• Основное наше предположение – в том, что шум (ошибка в
данных) распределён нормально, т.е. переменная 𝑡, которую
мы наблюдаем, получается как

𝑡 = 𝑦(x, w) + 𝜖, 𝜖 ∼ 𝑁(0, 𝜎2).

Иными словами,

𝑝(𝑡 ∣ x, w, 𝜎2) = 𝑁(𝑡 ∣ 𝑦(x, w), 𝜎2).

• Здесь пока 𝑦 – любая функция.
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БАЙЕСОВСКАЯ РЕГРЕССИЯ

• Чтобы не повторять совсем уж то же самое, мы рассмотрим
не в точности линейную регрессию, а её естественное
обобщение – линейную модель с базисными функциями:

𝑦(x, w) = 𝑤0 +
𝑀−1
∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝜙𝑗(x) = w⊤𝜙(x)

(𝑀 параметров, 𝑀 − 1 базисная функция, 𝜙0(x) = 1).

13



БАЙЕСОВСКАЯ РЕГРЕССИЯ

• Базисные функции 𝜙𝑖 – это, например:
• результат feature extraction;
• расширение линейной модели на нелинейные зависимости
(например, 𝜙𝑗(𝑥) = 𝑥𝑗);

• локальные функции, которые существенно не равны нулю
только в небольшой области (например, гауссовские базисные

функции 𝜙𝑗(x) = 𝑒− (𝑥−𝜇𝑗)2
2𝑠2 );

• …
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БАЙЕСОВСКАЯ РЕГРЕССИЯ

• Рассмотрим набор данных X = {x1, … , x𝑁} со значениями
t = {𝑡1, … , 𝑡𝑁}.

• Будем предполагать, что данные взяты независимо по
одному и тому же распределению:

𝑝(t ∣ X, w, 𝜎2) =
𝑁

∏
𝑛=1

𝑁 (𝑡𝑛 ∣ w⊤𝜙(x𝑛), 𝜎2) .

• Прологарифмируем (опустим X, т.к. по нему всегда условная
вероятность будет):

ln 𝑝(t ∣ w, 𝜎2) = −𝑁
2 ln(2𝜋𝜎2) − 1

2𝜎2

𝑁
∑
𝑛=1

(𝑡𝑛 − w⊤𝜙(x𝑛))2 .
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БАЙЕСОВСКАЯ РЕГРЕССИЯ

• Прологарифмируем (опустим X, т.к. по нему всегда условная
вероятность будет):

ln 𝑝(t ∣ w, 𝜎2) = −𝑁
2 ln(2𝜋𝜎2) − 1

2𝜎2

𝑁
∑
𝑛=1

(𝑡𝑛 − w⊤𝜙(x𝑛))2 .

• И вот мы получили, что для максимизации правдоподобия
по w нам нужно как раз минимизировать
среднеквадратичную ошибку!

∇w ln 𝑝(t ∣ w, 𝜎2) = 1
𝜎2

𝑁
∑
𝑛=1

(𝑡𝑛 − w⊤𝜙(x𝑛)) 𝜙(x𝑛).
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БАЙЕСОВСКАЯ РЕГРЕССИЯ

• Решая систему уравнений ∇ ln 𝑝(t ∣ w, 𝜎2) = 0, получаем то
же самое, что и раньше:

w𝑀𝐿 = (Φ⊤Φ)−1 Φ⊤t.

• Здесь Φ = (𝜙𝑗(x𝑖))𝑖,𝑗.
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БАЙЕСОВСКАЯ РЕГРЕССИЯ

• Теперь можно и относительно 𝜎2 максимизировать
правдоподобие; получим

𝜎2
𝑀𝐿 = 1

𝑁
𝑁

∑
𝑛=1

(𝑡𝑛 − w⊤
𝑀𝐿𝜙(x𝑛))2 ,

т.е. как раз выборочная дисперсия имеющихся данных
вокруг предсказанного значения.
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ПРИМЕР: ПОЛИНОМИАЛЬНАЯ
АППРОКСИМАЦИЯ



ПОЛИНОМИАЛЬНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ

• Мы говорили о регрессии с базисными функциями:

𝑓(x, w) = 𝑤0 +
𝑀

∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝜙𝑗(x) = w⊤𝜙(x).

• Давайте для примера рассмотрим такую регрессию для
𝜙𝑗(𝑥) = 𝑥𝑗, т.е.

𝑓(𝑥, w) = 𝑤0 + 𝑤1𝑥 + 𝑤2𝑥2 + … + 𝑤𝑀𝑥𝑀 .

• И будем, как раньше, минимизировать квадратичную ошибку.
• Пример с кодом.
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ПОЛИНОМИАЛЬНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ
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ПОЛИНОМИАЛЬНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ
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ПОЛИНОМИАЛЬНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ
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ПОЛИНОМИАЛЬНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ
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ЗНАЧЕНИЯ RMS
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МОЖНО СОБРАТЬ БОЛЬШЕ ДАННЫХ...
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МОЖНО СОБРАТЬ БОЛЬШЕ ДАННЫХ...
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ЗНАЧЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ
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СПАСИБО!

Спасибо за внимание!
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