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Random facts:

• 11 марта 105 г. евнух Цай Лунь подал доклад об усовершенствовании технологии
производства бумаги, научившись делать её из бамбука

• 11 марта 843 г. произошло «Торжество Православия»: в первое воскресенье Великого
поста императрица Феодора устроила церковное торжество в честь окончания
Константинопольского собора, осудившего иконоборцев и восстановившего
иконопочитание в империи

• 11 марта 1811 г. в Ноттингеме началось восстание луддитов, которые разрушили
множество шерстяных и хлопкообрабатывающих фабрик

• 11 марта 1878 г. фонограф Эдисона демонстрировался перед «бессмертными»
парижской Академии; когда из коробки фонографа раздался голос, присутствовавший
профессор-филолог Буйо вскочил со своего кресла, подбежал к пригласившему
инженеров физику Монселю, схватил его за воротник и в ярости стал душить, повторяя:
«Негодяй! Плут! Вы думаете, что мы позволим чревовещателю надувать нас?!»

• 11 марта 1931 г. в СССР был введён физкультурный комплекс «Готов к труду и обороне
СССР» (ГТО), а также запрещены продажа и ввоз Библии 1



СКРЫТЫЕ МАРКОВСКИЕ МОДЕЛИ:
ОСНОВНОЕ



МАРКОВСКИЕ ЦЕПИ

• Марковская цепь задаётся начальным распределением
вероятностей 𝑝0(𝑥) и вероятностями перехода 𝑇 (𝑥′; 𝑥).

• 𝑇 (𝑥′; 𝑥) — это распределение следующего элемента цепи в
зависимости от следующего; распределение на (𝑡 + 1)–м
шаге равно

𝑝𝑡+1(𝑥′) = ∫ 𝑇 (𝑥′; 𝑥)𝑝𝑡(𝑥)𝑑𝑥.

• В дискретном случае 𝑇 (𝑥′; 𝑥) — это матрица вероятностей
𝑝(𝑥′ = 𝑖|𝑥 = 𝑗).
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ДИСКРЕТНЫЕ МАРКОВСКИЕ ЦЕПИ

• Мы будем находиться в дискретном случае.
• Марковская модель — это когда мы можем наблюдать
какие-то функции от марковского процесса.
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ДИСКРЕТНЫЕ МАРКОВСКИЕ ЦЕПИ

• Здесь 𝑥(𝑡) — сам процесс (модель), а 𝑦(𝑡) — то, что мы
наблюдаем.

• Задача — определить скрытые параметры процесса.
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ДИСКРЕТНЫЕ МАРКОВСКИЕ ЦЕПИ

• Главное свойство — следующее состояние не зависит от
истории, только от предыдущего состояния.

𝑝(𝑥(𝑡) = 𝑥𝑗|𝑥(𝑡 − 1) = 𝑥𝑗𝑡−1
, … , 𝑥(1) = 𝑥𝑗1

) =
= 𝑝(𝑥(𝑡) = 𝑥𝑗|𝑥(𝑡 − 1) = 𝑥𝑗𝑡−1

).

• Более того, эти вероятности 𝑎𝑖𝑗 = 𝑝(𝑥(𝑡) = 𝑥𝑗|𝑥(𝑡 − 1) = 𝑥𝑖)
ещё и от времени 𝑡 не зависят.

• Эти вероятности и составляют матрицу перехода 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗).
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ВЕРОЯТНОСТИ ПЕРЕХОДА

• Естественные свойства:
• 𝑎𝑖𝑗 ≥ 0.
• ∑𝑗 𝑎𝑖𝑗 = 1.
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ПРЯМАЯ ЗАДАЧА

• Естественная задача: с какой вероятностью выпадет та или
иная последовательность событий?

• Т.е. найти нужно для последовательности 𝑄 = 𝑞𝑖1
… 𝑞𝑖𝑘

𝑝(𝑄|модель) = 𝑝(𝑞𝑖1
)𝑝(𝑞𝑖2

|𝑞𝑖1
) … 𝑝(𝑞𝑖𝑘

|𝑞𝑖𝑘−1
).

• Казалось бы, это тривиально.
• Что же сложного в реальных задачах?
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СКРЫТЫЕ МАРКОВСКИЕ МОДЕЛИ

• А сложно то, что никто нам не скажет, что модель должна
быть именно такой.

• И, кроме того, мы обычно наблюдаем не 𝑥(𝑡), т.е. реальные
состояния модели, а 𝑦(𝑡), т.е. некоторую функцию от них
(данные).

• Пример: распознавание речи.
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ЗАДАЧИ СКРЫТЫХ МАРКОВСКИХ МОДЕЛЕЙ

• Первая: найти вероятность последовательности наблюдений
в данной модели.

• Вторая: найти «оптимальную» последовательность
состояний при условии данной модели и данной
последовательности наблюдений.

• Третья: найти наиболее правдоподобную модель (параметры
модели).
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СОСТОЯНИЯ И НАБЛЮДАЕМЫЕ

• 𝑋 = {𝑥1, … , 𝑥𝑛} — множество состояний.
• 𝑉 = {𝑣1, … , 𝑣𝑚} — алфавит, из которого мы выбираем
наблюдаемые 𝑦 (множество значений 𝑦).

• 𝑞𝑡 — состояние во время 𝑡, 𝑦𝑡 — наблюдаемая во время 𝑡.

11



РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

• 𝑎𝑖𝑗 = 𝑝(𝑞𝑡+1 = 𝑥𝑗|𝑞𝑡 = 𝑥𝑖) — вероятность перехода из 𝑖 в 𝑗.
• 𝑏𝑗(𝑘) = 𝑝(𝑣𝑘|𝑥𝑗) — вероятность получить данные 𝑣𝑘 в
состоянии 𝑗.

• Начальное распределение 𝜋 = {𝜋𝑗}, 𝜋𝑗 = 𝑝(𝑞1 = 𝑥𝑗).
• Данные будем обозначать через 𝐷 = 𝑑1 … 𝑑𝑇
(последовательность наблюдаемых, 𝑑𝑖 принимают значения
из 𝑉 ).
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КОММЕНТАРИЙ

• Проще говоря, вот как работает HMM (hidden Markov model).
• Выберем начальное состояние 𝑥1 по распределению 𝜋.
• По 𝑡 от 1 до 𝑇 :

• Выберем наблюдаемую 𝑑𝑡 по распределению 𝑝(𝑣𝑘|𝑥𝑗).
• Выберем следующее состояние по распределению

𝑝(𝑞𝑡+1 = 𝑥𝑗|𝑞𝑡 = 𝑥𝑖).
• Таким алгоритмом можно выбрать случайную
последовательность наблюдаемых.
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ЗАДАЧИ

• Теперь можно формализовать постановку задач.
• Первая задача: по данной модели 𝜆 = (𝐴, 𝐵, 𝜋) и
последовательности 𝐷 найти 𝑝(𝐷|𝜆). Фактически, это нужно
для того, чтобы оценить, насколько хорошо модель подходит
к данным.

• Вторая задача: по данной модели 𝜆 и последовательности 𝐷
найти «оптимальную» последовательность состояний
𝑄 = 𝑞1 … 𝑞𝑇 . Как и раньше, будет два решения: «побитовое»
и общее.

• Третья задача: оптимизировать параметры модели
𝜆 = (𝐴, 𝐵, 𝜋) так, чтобы максимизировать 𝑝(𝐷|𝜆) при данном
𝐷 (найти модель максимального правдоподобия). Эта
задача — главная, в ней и заключается обучение скрытых
марковских моделей.
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ПОСТАНОВКА ПЕРВОЙ ЗАДАЧИ

• Формально, первая задача выглядит так. Нужно найти

𝑝(𝐷|𝜆) = ∑
𝑄

𝑝(𝐷|𝑄, 𝜆)𝑝(𝐷|𝜆) =

= ∑
𝑞1,…,𝑞𝑇

𝑏𝑞1
(𝑑1) … 𝑏𝑞𝑇

(𝑑𝑇 )𝜋𝑞1
𝑎𝑞1𝑞2

… 𝑎𝑞𝑇−1𝑞𝑇
.

• Ничего не напоминает?
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СУТЬ РЕШЕНИЯ ПЕРВОЙ ЗАДАЧИ

• Правильно, это такая же задача маргинализации, как мы
решаем всё время.

• Мы воспользуемся так называемой forward–backward
procedure, по сути — динамическим программированием на
решётке.

• Будем последовательно вычислять промежуточные
величины вида

𝛼𝑡(𝑖) = 𝑝(𝑑1 … 𝑑𝑡, 𝑞𝑡 = 𝑥𝑖|𝜆),

т.е. искомые вероятности, но ещё с учётом текущего
состояния.
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РЕШЕНИЕ ПЕРВОЙ ЗАДАЧИ

• Инициализируем 𝛼1(𝑖) = 𝜋𝑖𝑏𝑖(𝑑1).
• Шаг индукции:

𝛼𝑡+1(𝑗) = [
𝑛

∑
𝑖=1

𝛼𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗] 𝑏𝑗(𝑑𝑡+1).

• После того как дойдём до шага 𝑇 , подсчитаем то, что нам
нужно:

𝑝(𝐷|𝜆) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝛼𝑇 (𝑖).

• Фактически, это только прямой проход, обратный нам здесь
не понадобился.

• Что вычислял бы обратный проход?
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ОБРАТНЫЙ ПРОХОД

• Он вычислял бы условные вероятности
𝛽𝑡(𝑖) = 𝑝(𝑑𝑡+1 … 𝑑𝑇 |𝑞𝑡 = 𝑥𝑖, 𝜆).

• Их можно вычислить, проинициализировав 𝛽𝑇 (𝑖) = 1, а затем
по индукции:

𝛽𝑡(𝑖) =
𝑛

∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗(𝑑𝑡+1)𝛽𝑡+1(𝑗).

• Это нам пригодится чуть позже, при решении второй и
третьей задачи.
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ДВА ВАРИАНТА ВТОРОЙ ЗАДАЧИ

• Как мы уже упоминали, возможны два варианта.
• Первый: решать «побитово», отвечая на вопрос «какое
наиболее вероятное состояние во время 𝑗?».

• Второй: решать задачу «какая наиболее вероятная
последовательность состояний?».
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ПОБИТОВОЕ РЕШЕНИЕ

• Рассмотрим вспомогательные переменные

𝛾𝑡(𝑖) = 𝑝(𝑞𝑡 = 𝑥𝑖|𝐷, 𝜆).

• Наша задача – найти

𝑞𝑡 = arg max1≤𝑖≤𝑛𝛾𝑡(𝑖), 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 .

• Как это сделать?
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ПОБИТОВОЕ РЕШЕНИЕ

• Выражаем через 𝛼 и 𝛽:

𝛾𝑡(𝑖) = 𝛼𝑡(𝑖)𝛽𝑡(𝑖)
𝑝(𝐷|𝜆) = 𝛼𝑡(𝑖)𝛽𝑡(𝑖)

∑𝑛
𝑖=1 𝛼𝑡(𝑖)𝛽𝑡(𝑖)

.

• На знаменатель можно не обращать внимания — нам нужен
arg max.

21



РЕШЕНИЕ ОТНОСИТЕЛЬНО ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

• Чтобы ответить на вопрос о наиболее вероятной
последовательности, мы будем использовать так
называемый алгоритм Витерби (то есть, по сути, то же
самое динамическое программирование).

• Наши вспомогательные переменные — это

𝛿𝑡(𝑖) = max
𝑞1,…,𝑞𝑡−1

𝑝 (𝑞1𝑞2 … 𝑞𝑡 = 𝑥𝑖, 𝑑1𝑑2 … 𝑑𝑡|𝜆) .
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РЕШЕНИЕ ОТНОСИТЕЛЬНО ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

• Т.е. 𝛿𝑡(𝑖) — максимальная вероятность достичь состояния 𝑥𝑖
на шаге 𝑡 среди всех путей с заданными наблюдаемыми.

• По индукции:

𝛿𝑡+1(𝑗) = [max
𝑖

𝛿𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗] 𝑏𝑗(𝑑𝑡+1).

• И надо ещё запоминать аргументы, а не только значения;
для этого будет массив 𝜓𝑡(𝑗).
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РЕШЕНИЕ ОТНОСИТЕЛЬНО ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ: АЛГОРИТМ

• Проинициализируем 𝛿1(𝑖) = 𝜋𝑖𝑏𝑖(𝑑1), 𝜓1(𝑖) = [].
• Индукция:

𝛿𝑡(𝑗) = max
1≤𝑖≤𝑛

[𝛿𝑡−1(𝑖)𝑎𝑖𝑗] 𝑏𝑗(𝑑𝑡),

𝜓𝑡(𝑗) = arg max1≤𝑖≤𝑛 [𝛿𝑡−1(𝑖)𝑎𝑖𝑗] .

• Когда дойдём до шага 𝑇 , финальный шаг:

𝑝∗ = max
1≤𝑖≤𝑛

𝛿𝑇 (𝑖), 𝑞∗
𝑇 = arg max1≤𝑖≤𝑛𝛿𝑇 (𝑖).

• И вычислим последовательность: 𝑞∗
𝑡 = 𝜓𝑡+1(𝑞∗

𝑡+1).
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ОБЩАЯ СУТЬ ТРЕТЬЕЙ ЗАДАЧИ

• Аналитически найти глобальный максимум 𝑝(𝐷|𝜆) у нас
никак не получится.

• Зато мы рассмотрим итеративную процедуру (по сути —
градиентный подъём), которая приведёт к локальному
максимуму.

• Это называется алгоритм Баума–Велха (Baum–Welch
algorithm). Он является на самом деле частным случаем
алгоритма EM.
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ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ

• Теперь нашими вспомогательными переменными будут
вероятности того, что мы во время 𝑡 в состоянии 𝑥𝑖, а во
время 𝑡 + 1 — в состоянии 𝑥𝑗:

𝜉𝑡(𝑖, 𝑗) = 𝑝(𝑞𝑡 = 𝑥𝑖, 𝑞𝑡+1 = 𝑥𝑗|𝐷, 𝜆).

• Если переписать через уже знакомые переменные:

𝜉𝑡(𝑖, 𝑗) = 𝛼𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗(𝑑𝑡+1)𝛽𝑡+1(𝑗)
𝑝(𝐷|𝜆) = 𝛼𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗(𝑑𝑡+1)𝛽𝑡+1(𝑗)

∑𝑖 ∑𝑗 𝛼𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗(𝑑𝑡+1)𝛽𝑡+1(𝑗) .

• Отметим также, что 𝛾𝑡(𝑖) = ∑𝑗 𝜉𝑡(𝑖, 𝑗).
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ИДЕЯ

• ∑𝑡 𝛾𝑡(𝑖) — это ожидаемое количество переходов из
состояния 𝑥𝑖, а ∑𝑡 𝜉𝑡(𝑖, 𝑗) — из 𝑥𝑖 в 𝑥𝑗.

• Теперь на шаге M мы будем переоценивать вероятности:

̄𝜋𝑖 = ожидаемая частота в 𝑥𝑖 на шаге 1 = 𝛾1(𝑖),

̄𝑎𝑖𝑗 = к-во переходов из 𝑥𝑖 в 𝑥𝑗
к-во переходов из 𝑥𝑖

= ∑𝑡 𝜉𝑡(𝑖, 𝑗)
∑𝑡 𝛾𝑡(𝑖)

.

𝑏̄𝑗(𝑘) = к-во появлений в 𝑥𝑖 и наблюдений 𝑣𝑘
к-во появлений в 𝑥𝑖

=
∑𝑡∶𝑑𝑡=𝑣𝑘

𝛾𝑡(𝑖)
∑𝑡 𝛾𝑡(𝑖)

.

• EM-алгоритм приведёт к цели: начать с 𝜆 = (𝐴, 𝐵, 𝜋),
подсчитать 𝜆̄ = ( ̄𝐴, 𝐵̄, ̄𝜋), снова пересчитать параметры и т.д.
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РАССТОЯНИЕ КУЛЬБАКА--ЛЕЙБЛЕРА

• Kullback–Leibler distance (divergence) — это
информационно-теоретическая мера того, насколько далеки
распределения друг от друга.

𝐷𝐾𝐿(𝑝1, 𝑝2) = ∑
𝑥

𝑝1(𝑥) log 𝑝1(𝑥)
𝑝2(𝑥) .

• Известно, что это расстояние всегда неотрицательно, равно
нулю iff 𝑝1 ≡ 𝑝2.
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ПРИМЕНИТЕЛЬНО К HMM

• Мы определим

𝑝1(𝑄) = 𝑝(𝑄, 𝐷|𝜆)
𝑝(𝐷|𝜆) , 𝑝2(𝑄) = 𝑝(𝑄, 𝐷|𝜆′)

𝑝(𝐷|𝜆′) .

• Тогда 𝑝1 и 𝑝2 — распределения, и расстояние Kullback–Leibler:

0 ≤ 𝐷𝐿𝐾(𝜆, 𝜆′) = ∑
𝑄

𝑝(𝑄, 𝐷|𝜆)
𝑝(𝐷|𝜆) log 𝑝(𝑄, 𝐷|𝜆)𝑝(𝐷|𝜆′)

𝑝(𝑄, 𝐷|𝜆′)𝑝(𝐷|𝜆) =

= log 𝑝(𝐷|𝜆′)
𝑝(𝐷|𝜆) + ∑

𝑄

𝑝(𝑄, 𝐷|𝜆)
𝑝(𝐷|𝜆) log 𝑝(𝑄, 𝐷|𝜆)

𝑝(𝑄, 𝐷|𝜆′) .
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ВСПОМОГАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ

• Введём вспомогательную функцию

Q(𝜆, 𝜆′) = ∑
𝑄

𝑝(𝑄|𝐷, 𝜆) log 𝑝(𝑄|𝐷, 𝜆′).

• Тогда из неравенства следует, что

Q(𝜆, 𝜆′) − Q(𝜆, 𝜆)
𝑝(𝐷|𝜆) ≤ log 𝑝(𝐷|𝜆′)

𝑝(𝐷|𝜆) .

• Т.е., если Q(𝜆, 𝜆′) > Q(𝜆, 𝜆), то 𝑝(𝐷|𝜆′) > 𝑝(𝐷|𝜆).
• Т.е., если мы максимизируем Q(𝜆, 𝜆′) по 𝜆′, мы тем самым
будем двигаться в нужную сторону.
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ФУНКЦИЯ Q

• Нужно максимизировать Q(𝜆, 𝜆′). Перепишем:

Q(𝜆, 𝜆′) = ∑
𝑄

𝑝(𝑄|𝐷, 𝜆) log 𝑝(𝑄|𝐷, 𝜆′) =

= ∑
𝑄

𝑝(𝑄|𝐷, 𝜆) log 𝜋𝑞1
∏

𝑡
𝑎𝑞𝑡−1𝑞𝑡

𝑏𝑞𝑡
(𝑑𝑡) =

= ∑
𝑄

𝑝(𝑄|𝐷, 𝜆) log 𝜋𝑞1
+ ∑

𝑄
𝑝(𝑄|𝐷, 𝜆) ∑

𝑡
log 𝑎𝑞𝑡−1𝑞𝑡

𝑏𝑞𝑡
(𝑑𝑡).

• Последнее выражение легко дифференцировать по 𝑎𝑖𝑗, 𝑏𝑖(𝑘)
и 𝜋𝑖, добавлять соответствующие множители Лагранжа и
решать. Получится именно пересчёт по алгоритму
Баума–Велха (проверьте!).
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СПЕЦИАЛЬНЫЕ ВИДЫ МАРКОВСКИХ
МОДЕЛЕЙ



НЕПРЕРЫВНЫЕ ПЛОТНОСТИ НАБЛЮДАЕМЫХ

• У нас были дискретные наблюдаемые с вероятностями
𝐵 = (𝑏𝑗(𝑘)).

• Но в реальной жизни всё сложнее: зачастую мы наблюдаем
непрерывные сигналы, а не дискретные величины, и
дискретизовать их или плохо, или неудобно.

• При этом саму цепь можно оставить дискретной, т.е. перейти
к непрерывным 𝑏𝑗(𝐷).
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СПЕЦИАЛЬНЫЙ ВИД ПЛОТНОСТИ

• Не для всех плотностей найдены алгоритмы пересчёта
(обобщения алгоритма Баума–Велха).

• Наиболее общий результат верен, когда 𝑏𝑗(𝐷) можно
представить в виде

𝑏𝑗(𝐷) =
𝑀

∑
𝑚=1

𝑐𝑗𝑚𝒫(𝐷, 𝜇𝑗𝑚, 𝜎𝑗𝑚),

где 𝑐𝑗𝑚 — коэффициенты смеси (∑𝑚 𝑐𝑗𝑚 = 1), а 𝒫 —
выпуклое распределение со средним 𝜇 и вариацией 𝜎
(гауссиан подойдёт).

• К счастью, такой конструкцией можно приблизить любое
непрерывное распределение, поэтому это можно широко
применять.
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ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ

• 𝛾𝑡(𝑗, 𝑚) — вероятность быть в состоянии 𝑗 во время 𝑡, причём
за 𝐷 отвечает 𝑚–й компонент смеси.

• Формально говоря,

𝛾𝑡(𝑗, 𝑚) = ⎡⎢
⎣

𝛼𝑡(𝑗)𝛽𝑡(𝑗)
∑𝑁

𝑗=1 𝛼𝑡(𝑗)𝛽𝑡(𝑗)
⎤⎥
⎦

[ 𝑐𝑗𝑚𝒫(𝑑𝑡, 𝜇𝑗𝑚, 𝜎𝑗𝑚)
∑𝑀

𝑚=1 𝑐𝑗𝑚𝒫(𝑑𝑡, 𝜇𝑗𝑚, 𝜎𝑗𝑚)
] .

• Если 𝑀 = 1, то это уже известные нам 𝛾𝑡(𝑗).
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АЛГОРИТМ ДЛЯ ЭТОГО СЛУЧАЯ

• Нужно научиться пересчитывать 𝑏𝑗(𝐷), т.е. пересчитывать
𝑐𝑗𝑚, 𝜇𝑗𝑚 и 𝜎𝑗𝑚.

• Это делается так:

̄𝑐𝑗𝑚 = ∑𝑇
𝑡=1 𝛾𝑡(𝑗, 𝑚)

∑𝑇
𝑡=1 ∑𝑀

𝑚=1 𝛾𝑡(𝑗, 𝑚)
,

̄𝜇𝑗𝑚 = ∑𝑇
𝑡=1 𝛾𝑡(𝑗, 𝑚) ⋅ 𝑑𝑡

∑𝑇
𝑡=1 𝛾𝑡(𝑗, 𝑚)

,

𝜎̄𝑗𝑚 = ∑𝑇
𝑡=1 𝛾𝑡(𝑗, 𝑚) ⋅ (𝑑𝑡 − 𝜇𝑗𝑚)(𝑑𝑡 − 𝜇𝑗𝑚)𝑡

∑𝑇
𝑡=1 𝛾𝑡(𝑗, 𝑚)

.
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ПРОБЛЕМА

• Как моделировать продолжительность нахождения в том или
ином состоянии?

• В дискретном случае вероятность пробыть в состоянии 𝑖 𝑑
шагов:

𝑝𝑖(𝑑) = 𝑎𝑑−1
𝑖𝑖 (1 − 𝑎𝑖𝑖).

• Однако для большинства физических сигналов такое
экспоненциальное распределение не соответствует
действительности. Мы бы хотели явно задавать плотность
пребывания в данном состоянии.

• Т.е. вместо коэффициентов перехода в себя 𝑎𝑖𝑖 — явное
задание распределения 𝑝𝑖(𝑑).

37



ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ

• Введём переменные

𝛼𝑡(𝑖) = 𝑝(𝑑1 … 𝑑𝑡, 𝑥𝑖 заканчивается во время 𝑡|𝜆).

• Всего за первые 𝑡 шагов посещено 𝑟 состояний 𝑞1 … 𝑞𝑟, и мы
там оставались 𝑑1, … , 𝑑𝑟. Т.е. ограничения:

𝑞𝑟 = 𝑥𝑖,
𝑟

∑
𝑠=1

𝑑𝑠 = 𝑡.
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ВЫЧИСЛЕНИЕ 𝛼𝑡(𝑖)

• Тогда получается

𝛼𝑡(𝑖) = ∑
𝑞

∑
𝑑

𝜋𝑞1
𝑝𝑞1

(𝑑1)𝑝(𝑑1𝑑2 … 𝑑𝑑1
|𝑞1)

𝑎𝑞1𝑞2
𝑝𝑞2

(𝑑2)𝑝(𝑑𝑑1+1 … 𝑑𝑑1+𝑑2
|𝑞2) …

… 𝑎𝑞𝑟−1𝑞𝑟
𝑝𝑞𝑟

(𝑑𝑟)𝑝(𝑑𝑑1+…+𝑑𝑟−1+1 … 𝑑𝑡|𝑞𝑟).
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ВЫЧИСЛЕНИЕ 𝛼𝑡(𝑖)

• По индукции

𝛼𝑡(𝑗) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝐷
∑
𝑑=1

𝛼𝑡−𝑑(𝑗)𝑎𝑖𝑗𝑝𝑗(𝑑)
𝑡

∏
𝑠=𝑡−𝑑+1

𝑏𝑗(𝑑𝑠),

где 𝐷 — максимальная остановка в любом из состояний.
• Тогда, как и раньше,

𝑝(𝑑|𝜆) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝛼𝑇 (𝑖).
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ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ

• Для пересчёта потребуются ещё три переменные:

𝛼∗
𝑡(𝑖) = 𝑝(𝑑1 … 𝑑𝑡, 𝑥𝑖 начинается во время 𝑡 + 1|𝜆),

𝛽𝑡(𝑖) = 𝑝(𝑑𝑡+1 … 𝑑𝑇 |𝑥𝑖 заканчивается во время 𝑡, 𝜆),

𝛽∗
𝑡 (𝑖) = 𝑝(𝑑𝑡+1 … 𝑑𝑇 |𝑥𝑖 начинается во время 𝑡 + 1, 𝜆).
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ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ

• Соотношения между ними:

𝛼∗
𝑡(𝑗) =

𝑛
∑
𝑖=1

𝛼𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗,

𝛼𝑡(𝑖) =
𝐷

∑
𝑑=1

𝛼∗
𝑡−𝑑(𝑖)𝑝𝑖(𝑑)

𝑡
∏

𝑠=𝑡−𝑑+1
𝑏𝑖(𝑑𝑠),

𝛽𝑡(𝑖) =
𝑛

∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝛽∗
𝑡 (𝑗),

𝛽∗
𝑡 (𝑖) =

𝐷
∑
𝑑=1

𝛽𝑡+𝑑(𝑖)𝑝𝑖(𝑑)
𝑡+𝑑
∏

𝑠=𝑡+1
𝑏𝑖(𝑑𝑠).
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ФОРМУЛЫ ПЕРЕСЧЁТА

• Приведём формулы пересчёта.
• 𝜋𝑖 — просто вероятность того, что 𝑥𝑖 был первым состоянием:

̂𝜋𝑖 = 𝜋𝑖𝛽∗
0(𝑖)

𝑝(𝑑|𝜆) .

• 𝑎𝑖𝑗 — та же формула, что обычно, только вместе с 𝛼 есть ещё
и 𝛽, которая говорит, что новое состояние начинается на
следующем шаге:

̂𝑎𝑖𝑗 = ∑𝑇
𝑡=1 𝛼𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝛽∗

𝑡 (𝑗)
∑𝑛

𝑘=1 ∑𝑇
𝑡=1 𝛼𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑘𝛽∗

𝑡 (𝑘)
.
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ФОРМУЛЫ ПЕРЕСЧЁТА

• 𝑏𝑖(𝑘) — отношение ожидания количества событий 𝑑𝑡 = 𝑣𝑘 в
состоянии 𝑥𝑖 к ожиданию количества любого 𝑣𝑗 в состоянии
𝑥𝑖:

̂𝑏𝑖(𝑘) =
∑𝑇

𝑡=1,𝑑𝑡=𝑣𝑘
(∑𝜏<𝑡 𝛼∗

𝜏(𝑖)𝛽∗
𝜏(𝑖) − ∑𝜏<𝑡 𝛼𝜏(𝑖)𝛽𝜏(𝑖))

∑𝑚
𝑘=1 ∑𝑇

𝑡=1,𝑑𝑡=𝑣𝑘
(∑𝜏<𝑡 𝛼∗𝜏(𝑖)𝛽∗𝜏(𝑖) − ∑𝜏<𝑡 𝛼𝜏(𝑖)𝛽𝜏(𝑖))

.

• 𝑝𝑖(𝑑) — отношение ожидания количества раз, которые 𝑥𝑖
случилось с продолжительностью 𝑑, к количеству раз,
которые 𝑥𝑖 вообще случалось:

̂𝑝𝑖(𝑑) =
∑𝑇

𝑡=1 𝛼∗
𝑡(𝑖)𝑝𝑖(𝑑)𝛽𝑡+𝑑(𝑖) ∏𝑡+𝑑

𝑠=𝑡+1 𝑏𝑖(𝑑𝑠)
∑𝐷

𝑑=1 ∑𝑇
𝑡=1 𝛼∗

𝑡(𝑖)𝑝𝑖(𝑑)𝛽𝑡+𝑑(𝑖) ∏𝑡+𝑑
𝑠=𝑡+1 𝑏𝑖(𝑑𝑠)

.
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ЗА И ПРОТИВ

• Такой подход очень полезен, когда 𝑝𝑖(𝑑) далеко от
экспоненциального.

• Однако он сильно увеличивает вычислительную сложность
(в 𝐷2 раз).

• И, кроме того, становится гораздо больше параметров, т.е.
нужно, вообще говоря, больше данных, чтобы эти параметры
надёжно оценить.
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ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ПРОДОЛЖИТЕЛЬНОСТЬ СОСТОЯНИЯ

• Чтобы уменьшить количество параметров, можно иногда
считать, что 𝑝𝑖(𝑑) — классическое распределение с не
слишком большим количеством параметров.

• Например, 𝑝𝑖(𝑑) может быть равномерным, или нормальным
(𝑝𝑖(𝑑) = 𝒩(𝑑, 𝜇𝑖, 𝜎2

𝑖 )), или гамма–распределением:

𝑝𝑖(𝑑) = 𝜂𝜈𝑖
𝑖 𝑑𝜈𝑖−1𝑒−𝜂𝑖𝑑

Γ(𝜈𝑖)
.
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HMM ДЛЯ РАСПОЗНАВАНИЯ РЕЧИ



ОБЩАЯ СТРУКТУРА

• HMM – классический подход к распознаванию речи.
• Сейчас, правда, они уже в основном заменены глубокими
нейронными сетями; но всё равно полезно проследить, как
их можно применить.
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ОТ СЛОВ К ФОНЕМАМ

• Признаки как-то выделились, а потом слово 𝑤 делится на
фонемы q = 𝑞1 … 𝑞|𝑤|, и правдоподобие наблюдаемых
признаков

𝑝(y ∣ w) = ∑
q

𝑝(y ∣ q)𝑝(q ∣ w),

сумма по возможным произношениям (маленькая сумма), а
w – это все слова 𝑤1 … 𝑤𝐿:

𝑝(q ∣ w) =
𝐿

∏
𝑙=1

𝑝(q(𝑤𝑙) ∣ 𝑤𝑙).
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АКУСТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

• Каждая фонема – это HMM с непрерывными наблюдаемыми
𝑏𝑗(y) = 𝑁(y; 𝜇(𝑗), Σ(𝑗)).

• На этом месте уже можно обучать просто всё сразу.
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АКУСТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

• Однако фонемы очень по-разному звучат в зависимости от
контекста.

• Можно перейти к трифонам.
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АКУСТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

• Но их будет целых 𝑁3, и лучше объединить похожие и
связать их параметры:
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АКУСТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

• Это можно сделать просто силой мысли:

53



ЯЗЫКОВАЯ МОДЕЛЬ

• Но это только начало. Ещё нужна языковая модель – мы о
многом просто догадываемся.

• То есть нужно априорное распределение

𝑝(w) =
𝐿

∏
𝑙=1

𝑝(𝑤𝑙 ∣ 𝑤1 … 𝑤𝑙−1).

• Классический подход – 𝑛-граммы для 𝑛 = 2..4:

𝑝(w) =
𝐿

∏
𝑙=1

𝑝(𝑤𝑙 ∣ 𝑤𝑙−1 … 𝑤𝑙−𝑛+1).

• Качество языковых моделей сравнивают в терминах их
перплексии (perplexity)

𝐻 = − lim
𝐿→∞

1
𝐾 log 𝑝(𝑤1, … , 𝑤𝐿).
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РЕЗУЛЬТАТЫ

• О современных языковых моделях мы обязательно
поговорим потом...

• А пока декодер идёт и алгоритмом Витерби всё решает.
• Но что именно решает?
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РЕЗУЛЬТАТЫ

• Возможности удобно представлять как решётку слов (word
lattice) или confusion network.
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РЕЗУЛЬТАТЫ

• Сеть слов превращается в сеть фонем, потом в сеть
состояний HMM.
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РЕЗУЛЬТАТЫ

• И можно распознавать связанные друг с другом слова тоже
алгоритмом Витерби.
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РЕЗУЛЬТАТЫ

• Всё это накладывается на собственно аудиозапись,
получается последовательность во времени.
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РЕЗУЛЬТАТЫ

• А языковая модель – это просто дополнительные множители
(слагаемые в log), априорные вероятности.
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РЕЗУЛЬТАТЫ

• Декодирование по всей сети всего языка нереально.
• Обычно декодер генерирует и поддерживает только лучшие
гипотезы; это называется beam search.

• Т.е. мы после каждого шага (обычно на границах слов)
делаем pruning и либо выкидываем гипотезы, которые
сильно хуже текущего лучшего варианта, либо просто
поддерживаем 𝑁 лучших (типа 1000).
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РЕЗУЛЬТАТЫ

• А HMM для отдельных слов (нам же нужно по HMM на каждое
слово) тоже можно организовать в дерево (префиксное).
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END-TO-END

• Впрочем, сейчас уже всё по-другому.
• End-to-end speech recognition.
• Но об этом – потом.
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ГРАФИЧЕСКИЕ ВЕРОЯТНОСТНЫЕ
МОДЕЛИ



В ЧЁМ ЖЕ ПРОБЛЕМА

• В предыдущих лекциях мы рассмотрели задачу байесовского
вывода, ввели понятие сопряжённого априорного
распределения, поняли, что наша основная задача – найти
апостериорное распределение.

• Но если всё так просто – взяли интеграл, посчитали, всё
получилось – о чём же здесь целая наука?

• Проблема заключается в том, что распределения, которые
нас интересуют, обычно слишком сложные (слишком много
переменных, сложные связи).

• Но, с другой стороны, в них есть дополнительная структура,
которую можно использовать, структура в виде
независимостей и условных независимостей некоторых
переменных.
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ГРАФИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ С НАПРАВЛЕННЫМИ ГРАФАМИ

• Пример: рассмотрим распределение трёх переменных и
запишем его по формуле полной вероятности:

𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑝(𝑥 ∣ 𝑦, 𝑧)𝑝(𝑦 ∣ 𝑧)𝑝(𝑧).

• Теперь нарисуем граф, в котором стрелки указывают, какие
условные вероятности заданы.

• Пока граф полносвязный, это нам ничего не даёт – любое
распределение 𝑝(𝑥1, … , 𝑥𝑛) так можно переписать.

• Но если некоторых связей нет, это даёт нам важную
информацию и упрощает жизнь.
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ГРАФИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ С НАПРАВЛЕННЫМИ ГРАФАМИ

• Рассмотрим направленный ациклический граф на вершинах
𝑥1, … , 𝑥𝑘 и зададим в каждой вершине распределения
𝑝(𝑥𝑖 ∣ pa(𝑥𝑖)). Тогда будем говорить, что граф с этими
локальными распределениями является графической
моделью (байесовской сетью доверия) для совместного
распределения вероятностей

𝑝(𝑥1, … , 𝑥𝑘) =
𝑘

∏
𝑖=1

𝑝(𝑥𝑖 ∣ pa(𝑥𝑖)).

• Другими словами, если мы можем разложить большое
совместное распределение в произведение локальных
распределений, каждое из которых связывает мало
переменных, это хорошо. :)
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ГРАФИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ С НАПРАВЛЕННЫМИ ГРАФАМИ

• Пример: обучение параметров распределения по
нескольким экспериментам (плашки, можно нарисовать
параметры явно):

𝑝(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝜃) = 𝑝(𝜃)
𝑛

∏
𝑖=1

𝑝(𝑥𝑖 ∣ 𝜃).

• Что можно сказать о (не)зависимости случайных величин 𝑥𝑖
и 𝑥𝑗?

• Задача вывода на графической модели: в некоторой части
вершин значения наблюдаются, надо пересчитать
распределения в других вершинах (подсчитать условные
распределения). Например, из этой модели получатся и
задача обучения параметров, и задача последующего
предсказания.
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ГРАФИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ С НАПРАВЛЕННЫМИ ГРАФАМИ

• 𝑑-разделимость – условная независимость, выраженная в
структуре графа:

• последовательная связь, 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑝(𝑥)𝑝(𝑦 ∣ 𝑥)𝑝(𝑧 ∣ 𝑦):
• если 𝑦 не наблюдается, то

𝑝(𝑥, 𝑧) = 𝑝(𝑥) ∫ 𝑝(𝑦 ∣ 𝑥)𝑝(𝑧 ∣ 𝑦)d𝑦 = 𝑝(𝑥)𝑝(𝑧 ∣ 𝑥);
• если 𝑦 наблюдается, то

𝑝(𝑥, 𝑧 ∣ 𝑦) = 𝑝(𝑥,𝑦,𝑧)
𝑝(𝑦) = 𝑝(𝑥)𝑝(𝑦∣𝑥)𝑝(𝑧∣𝑦)

𝑝(𝑦) = 𝑝(𝑥 ∣ 𝑦)𝑝(𝑧 ∣ 𝑦), получили
условную независимость.
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ГРАФИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ С НАПРАВЛЕННЫМИ ГРАФАМИ

• расходящаяся связь, 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑝(𝑥)𝑝(𝑦 ∣ 𝑥)𝑝(𝑧 ∣ 𝑥), – так же:
• если 𝑦 не наблюдается, то

𝑝(𝑥, 𝑧) = 𝑝(𝑥)𝑝(𝑧 ∣ 𝑥) ∫ 𝑝(𝑦 ∣ 𝑥)d𝑦 = 𝑝(𝑥)𝑝(𝑧 ∣ 𝑥);
• если 𝑦 наблюдается, то

𝑝(𝑥, 𝑧 ∣ 𝑦) = 𝑝(𝑥,𝑦,𝑧)
𝑝(𝑦) = 𝑝(𝑥)𝑝(𝑦∣𝑥)𝑝(𝑧∣𝑥)

𝑝(𝑦) = 𝑝(𝑥 ∣ 𝑦)𝑝(𝑧 ∣ 𝑦), получили
условную независимость.
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ГРАФИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ С НАПРАВЛЕННЫМИ ГРАФАМИ

• Интересный случай – сходящаяся связь, 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑝(𝑥)𝑝(𝑦)𝑝(𝑧 ∣ 𝑥, 𝑦):
• если 𝑧 не наблюдается, то 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑥)𝑝(𝑦), независимость
есть;

• если 𝑧 наблюдается, то 𝑝(𝑥, 𝑦 ∣ 𝑧) = 𝑝(𝑥,𝑦,𝑧)
𝑝(𝑧) = 𝑝(𝑥)𝑝(𝑦)𝑝(𝑧∣𝑥,𝑦)

𝑝(𝑧) , и
условной независимости нету.

Обобщение: если наблюдается хотя бы
один из потомков 𝑧, уже может не быть
независимости между 𝑥 и 𝑦.
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ГРАФИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ С НАПРАВЛЕННЫМИ ГРАФАМИ

• Можно сформулировать, как структура графа соотносится с
условной независимостью: в графе, где вершины из
множества 𝑍 получили означивания (evidence), две ещё не
означенные вершины 𝑥 и 𝑦 условно независимы при
условии множества означенных вершин 𝑍 , если любой
(ненаправленный) путь между 𝑥 и 𝑦:

• либо проходит через означенную вершину 𝑧 ∈ 𝑍 с
последовательной или расходящейся связью;

• либо проходит через вершину со сходящейся связью, в
которой ни она, ни её потомки не получили означиваний.
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ГРАФИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ С НАПРАВЛЕННЫМИ ГРАФАМИ

• Можно сказать, что граф задаёт некоторое семейство
распределений – не все распределения на вершинах графа
будут соответствовать тем ограничениям по условной
независимости, которые накладывает структура графа.

• Теорема (без доказательства): это семейство распределений
в точности совпадает с семейством тех распределений,
которые можно разложить в произведение

𝑝(𝑥1, … , 𝑥𝑘) =
𝑘

∏
𝑖=1

𝑝(𝑥𝑖 ∣ pa(𝑥𝑖)).
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MARKOV BLANKET

• Интересный вопрос: какие вершины нужно означить, чтобы
наверняка «отрезать» одну вершину (Markov blanket)?

• Иначе говоря, для какого минимального множества вершин
𝑋 𝑝(𝑥𝑖 ∣ 𝑥𝑗≠𝑖) = 𝑝(𝑥𝑖 ∣ 𝑋)?
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СПАСИБО!

Спасибо за внимание!
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